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ABSTRAK 
Nama : Zulfatmi San  
NIM : 60600112008 
Judul : Metode Fungsi Walsh Dalam Menyelesaikan Persamaan Integral Volterra Linear 
Skripsi ini membahas tentang penyelesaian persamaan integral volterra linear yang 
diterapkan pada tiga kasus persamaan integral volterra linear dengan cara menentukan solusi 
eksak dari masing- masing tiga kasus persamaan integral volterra linear. Selanjutnya mencari 
solusi menggunakan metode fungsi Walsh yaitu mengekspansi masing-masing suku ke dalam 
deret Walsh, menyederhanakan bentuk penulisan persamaan ke dalam bentuk persamaan integral, 
menyelesaikan persamaan integral volterra linier dengan menggunakan sifat  fungsi Walsh 
sehingga menghasilkan persamaan linear yang ekuivalen dengan solusi eksak.Oleh karena itu, 
penelitian ini bertujuan untuk mengetahui cara penyelesaian persamaan integral volterra linier 
menggunakan metode fungsi walsh yang diterapkan pada tiga kasus persamaan integral volterra 
linear. 
Berdasarkan hasil  penelitian diperoleh solusi dari penerapan tiga kasus persamaan integral 
volterra linear yaitu solusi eksak dan solusi metode fungsi Walsh yang dihasilkan dari masing-masing 
kasus I, II dan III persamaan integral volterra linear yaitu solusi eksak      ,    dan     . Solusi dari 
metode fungsi Walsh       −      
        
       ,                 
    
   
       dan,         (       
         
   )   , solusi  metode fungsi Walsh ekuivalen 
dengan solusi eksak. 
Kata Kunci: Persamaan Integral Volterra Linear, Solusi Eksak, Metode fungsi Walsh 
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ABSTRACT 
Name : Zulfatmi San 
NIM : 60600112008 
Title : Walsh Function Method In Solving Linear Volterra Integral Equations 
  This thesis discusses the completion of volterra linear integral equations are applied in 
three cases volterra linear integral equations by determining the exact solution of each of the 
three cases volterra linear integral equations. Next look for a solution using Walsh function that 
expands each tribe into a series Walsh, simplifying forms of writing the equation in the form of 
integral equations, integral equations volterra finish using the linear nature of the Walsh function 
to produce a linear equation which is equivalent to the exact solution. Therefore, this study aims 
to determine how the settlement of volterra integral equations using linear walsh function method 
is applied to three cases volterra linear integral equations. 
  Based on the results obtained by the solution from the application of the three cases of 
integral equations volterra linear ie the exact solution and the solution function method Walsh 
produced from each case I, II and III of the integral equation volterra linear ie exact solution  
     ,    and      .The solution of the function method Walsh                  −      
    
   
       ,                 
       
       dan,         (       
    
     
   )   , the solution method Walsh function equivalent to the exact solution. 
 
Keywords: Linear Volterra Integral Equations, Exact Solutions, Methods Walsh function 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
A. Latar Belakang 
Kehidupan tidak lepas dari dasar pemikiran, pengetahuan yang perlu dikaji   seperti 
halnya matematika yang pada dasarnya dilahirkan dari dasar pemikiran seorang ilmuan  ahli 
matematika aljabar yang dikenal dengan Leonardo Fibonacci sebagai ahli matematika aljabar 
yang ternyata hasil pemikirannya sangat dipengaruhi oleh ilmuan muslim yang bernama 
Muhammad bin Musa Al-Khawarizmi sebagai penemu angka 0 (nol) yang hingga kini 
dipergunakan, beliau juga berjasa dalam ilmu ukur sudut melalui fungsi sinus dan tange, 
persamaan linear dan kuadrat serta kalkulasi integrasi (kalkulus integral).
1
  
Al-Khawarizmi juga dipercaya untuk memimpin perpustakaan khalifah, beliau pernah 
memperkenalkan angka-angka india dan cara perhitungan India pada dunia Islam, sehingga 
berkat jasa beliau sehingga perkembangan ilmu pengetahuan di dunia semakin berkembang dan 
perlu dikaji, Islam khususnya karena didukung oleh Al-Quran yang senantiasa memerintahkan 
kepada penganutnya untuk memperhatikan, mengamati dan mengkaji. Dengan pemahaman akan 
rahasia alam ciptaan Allah SWT.  Dapat memperkokoh keimanan seseorang. Alam semesta 
diciptakan oleh Allah SWT. Mempunyai hukum-hukum dalam sains modern disebut hukum alam 
yakni ketentuan Allah SWT. Di alam semesta yang berlaku terus menerus sebagaimana 
dijelaskan dalam Al-Quran surah Fathir ayat 43 yaitu : 
                           
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Terjemahnya: 
“Maka sekali-kali kamu tidak akan mendapat perubahan bagi sunnah Allah, dan sekali-kali tidak 
(pula) akan menemui penyimpangan bagi sunnah Allah itu” (Q.S Fathir ayat 43).2 
 
Maksud dari Ayat tersebut yaitu sunnatullah (hukum alam ) yang bersifat konstanta yang 
mengalami perubahan, sehingga dapat ditelaah secara matematis  dengan demikian dapat 
diketahui esensinya antara lain dengan analisis matematis dan bersifat konstanta seperti halnya 
dari hasil integral dimana nilai C bersifat konstanta sehingga, hasil integral menggunakan metode 
fungsi Walsh yang merupakan solusi.Dimana dalam hal ini metode fungsi Walsh merupakan cara 
untuk menemukan solusi dari persamaan integral volterra linear sehingga membentuk persamaan 
linear .
3
 
Adapun integrasi penggunaan integral khususnya integral volterra linear menggunakan 
metode fungsi walsh dalam kehidupan sehari-hari yaitu pada bidang teknologi di gunakan pada 
laju tetesan minyak dari tangki untuk menentukan jumlah kebocoran selama selang waktu 
tertentu dan penggunaan kecepatan pesawat ulang alik Endeavour untuk menentukan ketinggian 
maksimum yang dicapai pada waktu tertentu. Pada bidang kedokteran integral digunakan pada 
dosimetri (ilmu cabang dari radioterapi) salah satunya sinar-X (kerjaannya rontgen, analisis hasil 
rontgen atau tentang penyakit dalam). Kalkulus berperan pada saat penentuan lokasi lokasi 
koordinat penembakan laser. Metode fungsi walsh digunakan mengukur volume tumor atau pasca 
penembakan laser volume menurun pada operasi. Aplikasi kalkulus adalah mengukur fungsi 
                                                             
2
 Departemen Agama RI. Al Hikmah  Al-Quran dan Terjemahannya. (Bandung: Diponegoro, 2008), h.439 
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 Muh Arsyad. Dasar-dasar Matematika Untuk Fisikawan, (Makassar: CV Berkah Utami,2006),h.1 
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pergerakan kulit tumor setiap waktu sumber lain menganggap tumor adalah system fluida jadi 
hokum-hukun fluida untuk ilmu dosimetri pada pada pemanfaatan fungsi Walsh.
4
 
Perkembangan ilmu pengetahuan, baik ilmu agama maupun ilmu matematika secara 
umum wajib dalam segala hal, sehingga setiap manusia wajib menuntut ilmu. Sehingga menuntut 
ilmu tidak dibatasi usia, kemudian seseorang dalam menuntut ilmu telah dijelaskan dalam Al-
Quran surat Al-Mujadillah ayat 11 yaitu : 
                          
                             
              
 
Terjemahnya: 
“Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: "Berlapang-lapanglah dalam 
majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi kelapangan untukmu, dan apabila 
dikatakan: "Berdirilah kamu", Maka berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orang-orang 
yang beriman di antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan 
Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan”(Q.S Al-Mujadillah ayat 11).5 
Ayat ini menjelaskan bahwa Allah SWT. Memerintahkan kepada manusia untuk 
menuntut ilmu dan manusia diberikan pengetahuan untuk mengerjakan atau mengembangkan 
ilmu yang di dapat sehingga mampu menjadi orang yang mempunyai derajat yang sama kepada 
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4 
 
sesama muslim sehingga tidak hanya agama yang mereka pelajari tetapi ilmu pengetahuan yang 
dikembangkan.  
Salah satu ilmu yang termasuk dalam kelompok analisis yang masih berkembang  yaitu  
teori integral seperti ilmu-ilmu lainnya baik dari teori maupun pemakaiannya, persamaan integral 
merupakan kebalikan dari persamaan diferensial. Teori integral memiliki peranan yang sangat 
signifikan dalam perkembangan teknologi yang semakin modern. Munculnya masalah-masalah 
yang berkaitan dengan  pengintegralan sebagai langkah utama dalam  penyelesaian berbagai 
macam integral dalam berbagai bidang matematika, fisika dan teknik sebagai ilmu-ilmu yang 
menopang perkembangan teknologi.
6
 
Persamaan integral sering muncul dalam permasalahan di bidang fisika, teknik, ekonomi, 
biologi, matematika terapan dan lain sebagainya. Model seperti laju pertumbuhan penduduk, laju 
kelahiran, transfer radiasi, proses penyaringan asap rokok, merupakan model-model yang 
disajikan dalam bentuk persamaan integral.  
Ada beberapa macam penyelesaian integral volterra seperti metode dekomposisi adomian, 
metode deret taylor, metode numerik seperti metode iterasi, metode runge kutta dan metode 
fungsi walsh.  Metode dekomposisi adomain merupakan metode yang disubtitusikan ke dalam 
deret tak hingga dan polinomial tak hingga. Metode deret taylor juga merupakan  bentuk subtitusi 
polinomial yang ditentukan dari tiap suku ke-n. Metode numerik merupakan suatu teknik 
penyelesaian yang diformulasikan secara matematis dengan cara operasi hitungan dan dilakukan 
secara berulang-ulang dengan bantuan komputer atau secara manual (hand calculation), tetapi 
semua metode tersebut menurut peneliti sebelumnya masih memiliki kelemahan diantara untuk 
mendapatkan nilai atau hasilnya harus melakukan perhitungan yang berulang sampai  n kali  dan 
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 Indah R,A,S, Integral Lebesgue di   Skipsi, Malang, 2009,h.15-16 
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cara penyelesaian terlalu rumit menurut penelitian sebelumnya,  jika menggunakan metode 
numerik masih belum efisien  karena tingkat galat toleransi belum mencapai sehingga hasil 
hitungnya belum akurat.
7
  
Sehingga dalam penelitian ini, peneliti menggunakan metode fungsi walsh, dimana fungsi 
walsh merupakan fungsi gelombang persegi yang lengkap yang telah digunakan dalam berbagai 
bidang yang cukup luas diantaranya analisis komunikasi, sistem radar, untuk menghitung laju 
pertumbuhan penduduk, proses penyaringan asap rokok dan dapat digunakan juga pada 
penerapan dalam fisika untuk menghitung suhu dalam suatu ruangan. 
Penelitian sebelumnya  yang dilakukan oleh  Blyth menggunakan metode fungsi Walsh  
untuk menyelesaikan masalah varisional serta persamaan integral fredholm dari kedua 
eksperimen yang dilakukan menunjukkan bahwa metode fungsi Walsh ternyata mampu 
memberikan  galat yang lebih kecil dan hasil perhitungannya lebih akurat dan juga perhitungan 
lebih sederhana dibandingkan dengan metode yang lain. Dari eksperimen numerik, Corrington 
menyimpulkan bahwa fungsi Walsh dapat digunakan untuk mendapatkan penyelesaian 
pendekatan dari persamaan integral, khususnya persamaan integral Volterra.  Selanjutnya Chen 
dan Hsiao (1975, 265-280) serta Blyth dan Uljanov (1996, 621-628; 1996, 137-143) masing-
masing menggunakan metode fungsi Walsh untuk menyelesaikan masalah variasional serta 
persamaan integral Fredholm. Dari kedua eksperimen yang dilakukan menunjukkan bahwa 
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 Citrahadi, Perbandingan Solusi persamaan Integral Volterra Nonlinear dengan Metode Volterra-
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Universitas Bina Nusantara 2005/2006,h.1-2 
6 
 
metode fungsi Walsh mampu memberikan galat yang lebih kecil dibandingkan apabila digunakan 
metode yang telah ada, seperti metode Galerkin ataupun middle point method. 
8
 
Selain itu, penelitian sebelumnya yang juga berkaitan dengan penelitian ini yaitu 
penelitian Purnami Widyaningsih tentang “Efesiensi penggunaan V-Cyle dalam metode fungsi 
walsh untuk menyelesaikan integral fredholm linier”, diteliti pada tahun 2003 yang 
diperesentasikan dalam seminar nasional menyimpulkan bahwa eksperimen numerik 
menunjukkan bahwa kombinasi metode fungsi Walsh dan v-cyle dapat diterapkan untuk 
meningkatkan efisiensi metode fungsi Walsh. Aplikasi metode ini dilakukan dalam tes standar 
yang lebih guna diperoleh suatu penyelesaian yang baru yang lebih baik dalam penyelesaian 
masalah integral fredholm.  Sehingga dalam penelitian ini peneliti tertarik  meneliti tentang 
metode fungsi Walsh untuk menyelesaikan integral volterra linier . 
Persamaan integral volterra memuat fungsi tidak diketahui dimana fungsi tersebut berada 
dalam operasi integral. Sejalan dengan perkembangan zaman dan kemajuan teknik dan ilmu 
pengetahuan maka semakin banyak variasi bentuk-bentuk dari penyelesaian persamaan integral 
volterra.Selain itu banyak pula variasi metode penyelesaian diantaranya fungsi walsh.
9
 
Metode fungsi Walsh sebagai fungsi ortogonal dengan nilai-nilai konstanta yang  secara 
luas diterapkan sebagai alat analisis maupun masalah lain dari sistem ilmu pengetahuan. 
Perbandingan dasar dari fungsi lainnya yang polinomial, lebih mudah untuk perhitungan dalam 
                                                             
8
 Purnami Widyaningsih, Efiiensi Penggunaan V-cyle Dalam Metode Fungsi Walsh Untuk Menyelesaikan 
Persamaan Integral Fredholm Linier, Jurnal dan Komputer, Vol.6.No 1,11-19 April 2003, ISSN:1410-8518, h.2 
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memecahkan masalah. Fungsi ini telah digunakan untuk memecahkan masalah-masalah yang 
berbeda pada persamaan integral volterra. 
10
 
Metode selalu diperlukan untuk memecahkan persamaan integral karena penyelesaian 
integral dapat diselesaikan beberapa metode dalam penyelesaiannya, dimana setiap metode 
memiliki fungsi tersendiri dalam menyelesaikan berbagai macam integral. Beberapa macam 
metode yang sering digunakan dalam menyelesaikan berbagai macam integral diantaranya fungsi 
walsh yang dapat menyelesaikan integral baik masalah-masalah teknik yang melibatkan fungsi 
Walsh dan masih banyak fungsi lainnya. Salah satu pengaruh terhadap perkembangan fungsi 
Walsh yaitu bahwa metode ini mampu menyelesaikan persamaan linier dan non linier bahkan 
melibatkan penggunaan transformasi Walsh yang lebih cepat dibandingkan dengan transformasi 
lainnya. Fungsi Walsh memudahkan dalam memecahkan suatu masalah.
11
 
 Berdasarkan uraian diatas peneliti tertarik menggunakan metode fungsi Walsh untuk 
menyelesaikan integral khususnya integral volterra linier. Dengan judul “ Metode fungsi Walsh 
Dalam Menyelesaikan Persamaan Integral Volterra Linier “. 
 
 
 
B. Rumusan Masalah 
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 K. Maleknejad, Iterated Block-Pulse Method For solving Volterra Integral Equations, Applied 
Mathematics 2012,2(1), h,17-20 
11
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  Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah bagaimana cara 
penyelesaian persamaan integral volterra linier menggunakan metode fungsi walsh yang 
diterapkan pada tiga kasus persamaan integral volterra linear ?. 
C. Tujuan 
Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk mengetahui cara penyelesaian persamaan integral 
volterra linier menggunakan metode fungsi walsh yang diterapkan pada tiga kasus persamaan 
integral volterra linear. 
D. Manfaat Penelitian 
Adapun manfaat dalam penelitian ini yaitu  : 
1. Bagi Penulis  
a. Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang berkaitan dengan metode 
fungsi walsh dalam menyelesaikan integral volterra linier. 
b. Mengembangkan wawasan keilmuan tentang pendeskripsian yang berkaitan dengan 
metode fungsi walsh dalam menyelesaikan integral volterra linier. 
2. Bagi Mahasiswa 
 Sebagai bahan informasi untuk kajian lebih lanjut mengenai metode fungsi walsh dalam 
menyelesaikan integral volterra linier sehingga menambah pemahaman dan penguasaan tentang 
berbagai metode untuk menyelesaiakan integral. 
E. Batasan Masalah 
  Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah, serta agar pembahasan tidak meluas 
maka peneliti memberikan batasan masalah bahwa skripsi ini membahas tentang metode fungsi 
walsh dalam menyelesaikan persamaan integral volterra linier dengan  menerapkan 3 (tiga) kasus 
persamaan integral volterra linear. 
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F. Sistematika Penulisan  
  Penulisan penelitian ini, secara umum dapat dilihat dari sistematik penulisan dibawah ini : 
BAB I  : PENDAHULUAN 
Bagian ini merupakan bab pendahuluan yang berisi tentang Latar Belakang, Rumusan Masalah, 
Tujuan Penelitian, Manfaat Penelitian, Batasan Masalah dan Sistematika Penulisan. 
BAB II : TINJAUAN PUSTAKA 
Bagian ini merupakan bab kajian pustaka yang berisi konsep-konsep yang menjadi landasan 
pembahasan masalah yang memuat pembahasan metode fungsi walsh dalam menyelesaikan 
integral volterra linier. 
BAB III : METODE PENELITIAN 
Bagian ini merupakan bab metode penelitian yang berisi tentang jenis penelitian, waktu dan 
lokasi penelitian, dan prosedur penelitian. 
BAB IV : HASIL DAN PEMBAHASAN 
Bagian ini merupakan hasil dan pembahasan tentang tiga kasus  persamaan integral volterra 
linear dengan metode fungsi walsh 
BAB V : PENUTUP 
Bagian ini merupakan penutup yang berisi tentang kesimpulan dan saran. 
 
 
 
 
BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 
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A. Hubungan Al-Quran tentang Metode Fungsi Walsh dalam Menyelesaikan Persamaan 
Integral Volterra Linear 
Sebagaimana yang dijelaskan dalam surah Fathir ayat 43 kaitan Al-Quran dengan 
metode fungsi Walsh dengan persamaan integral volterra linear  yaitu: 
                             
   Terjemahnya: 
“ Maka sekali-kali kamu tidak akan mendapat penggantian bagi sunnah Allah, dan sekali-kali 
tidak (pula) akan menemui penyimpangan bagi sunnah Allah itu”.(Q.S Fathir ayat 43).12 
Maksud dari ayat tersebut yaitu menjelaskan bahwa salah satu sunnah-Nya yang bersifat 
konstanta dari hasil integral menggunakan metode fungsi Walsh yang merupakan hasil 
integral.Dimana dalam hal ini metode fungsi Walsh merupakan cara untuk menemukan solusi 
dari persamaan integral volterra linear. 
Ayat lain yang menjelaskan tentang hubungan Al-Quran tentang masalah yang didalam 
operasi perhitungan baik integral maupun operasi lainnya yaitu terdapat pada Surah Asy-syarh 
yang berbunyi sebagai berikut: 
                      
Terjemahnya: 
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 Departemen Agama RI. Al Hikmah  Al-Quran dan Terjemahannya. (Bandung: Diponegoro, 2008), h.439 
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“karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan. Sesungguhnya sesudah 
kesulitan itu ada kemudahan” (Q.S Asy-syarh ayat 5-6)13. 
Ayat ini menjelaskan bahwa Allah SWT bermaksud menerangkan salah satu sunnah-Nya 
yang bersifat umum dan konsisten yaitu setiap kesulitan disertai dengan kemuduhan seperti 
halnya dalam mencari hasil integral menggunakan metode fungsi Walsh apabila suatu persamaan 
integral volterra tidak dapat ditentukan solusi eksaknya, maka akan digunakan bantuan hand 
calculation atau metode numeri. Selama masih ada jalan lain untuk menyelesaikan persamaan 
integral volterra. Hal ini dibuktikan seperti halnya dengan contoh konkret pada diri pribadi nabi 
Muhammmad SAW yang dianiaya oleh kaum musyrikin dimekah selama tiga tahun. Tetapi 
akhirnya tiba juga kelapangan dan jalan keluar yang selama ini mereka dambakan. 
Berdasarkan uraian tersebut arti dan tafsiran tersebut dijelaskan bahwa setelah kesulitan 
akan ada kemudahan . Hal ini sejalan dengan munculnya solusi metode fungsi Walsh dalam 
menyelesaikan persamaan integral volterra linear. Demikian pula dengan beberapa kasus dalam 
persamaan integral volterra tidak semua kasus dapat diselesaikan secara manual, sehingga 
metode fungsi Walsh berperan penting untuk mempermudah mendapatkan solusi dari persamaan 
integral volterra linear. 
Dalam Al-Quran yang menjelaskan peranan fungsi Walsh dalam menyelesaikan 
persamaan integral volterra linear yaitu : 
                         
                         
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Terjemahnya: 
“Dia-lah yang menjadikan matahari bersinar dan bulan bercahaya dan ditetapkan-Nya 
manzilah-manzilah (tempat-tempat) bagi perjalanan bulan itu, supaya kamu mengetahui bilangan 
tahun dan perhitungan (waktu). Allah tidak menciptakan yang demikian itu melainkan dengan 
hak Dia menjelaskan tanda-tanda (kebesaran-Nya) kepada orang-orang yang mengetahui” (Q.S 
Yunus ayat 5).
14
 
Maksud dari ayat tersebut yaitu Allah menjadikan matahari dan bulan bercahaya sebagai 
salah satu bentuk kekuasaan yang dapat ditelah secara matematis seperti hal sebuah operasi 
dalam matematika baik itu operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian yang 
dapat diterapkan dalam penyelesaian sebuah persamaan integral volterra, dan ditetapkan-Nya 
manzilah-manzilah bagi perjalan bulan dalam arti dengan munculnya metode fungsi Walsh 
sebagai cara untuk menyelesaikan persamaan integral volterra sebagai solusi yang memudahkan 
dalam memecahkan persamaan integral volterra linear kemudian Allah menjadikan semua yang 
disebutkan itu bukanlah dengan percuma, melainkan dengan penuh hikmah. 
B. Pengertian Integral  
Integral adalah sebuah konsep penjumlahan secara berkasinambungan dalam matematika 
dan diferensiasi adalah satu dari dua operasi utama dalam kalkulus. Integral dikembangkan 
menyusul dikembangkannya masalah dalam deferensial dimana matematikawan harus berpikir 
bagaimana menyelesaikan masalah  yang berkebalikan dengan solusi deferensial. Bila diberikan 
suatu fungsi f  dari variabel real x dengan interval [a,b] dari sebuah garis lurus, maka integral 
tertentu 
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 ∫  ( )  
 
 
                                                         (1) 
Jika diberikan suatu fungsi f  dari variabel x  dengan interval [a,b] maka integral tentunyanya 
dapat digambarkan sebagai berikut: 
 
didefinisikan sebagai area yang dibatasi sumbu x, sumbu y dan garis vertikal            , 
dengan area yang berada diatas sumbu-x bernilai positif dan bernilai negatif. Kata integral dapat 
digunakan untuk merujuk pada anti turunan sebuah fungsi F yang turunannya adalah fungsi f . 
Notasinya ditulis sebagai 
15
 
  ∫ ( )                                                              (2) 
Definisi 1 : 
Kita mempunyai F suatu antiturunan f pada selang I jika    F(x)= f(x) pada I yakni jika F’(x)= 
f(x) untuk semua x dalam I.  
Definisi 2 : 
Jika F(x)+C kontinu dan 
  
  
 = f(x), maka F(x)+C disebut integral tidak tentu dari f(x), ditulis 
∫ ( )    ( )   . 
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 https://id.wikipedia.org/wiki/Integral 
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Dalam bentuk tersebut f(x) disebut fungsi integral,  F(x)+C disebut fungsi primitif dan C 
disebut konstanta integral. Dengan mengikuti leibniz, sering menggunakan istilah integral tak 
tentu sebagai ganti antiturunan. Antideferensial berarti mengintegrasikan, dilambang 
∫ ( )   ∫   sebut tanda integral dan f(x) disebut integral. Leibniz menggunakan kata sifat tak 
tentu sebagai pengingat bahwa integral tak tentu selalu mencakup suatu konstanta sebarang.
16
 
Integral tak tentu adalah Linier,  Dx  suatu operator  linier yang berarti dua hal. 
a.    [kf(x)]=k   f(x)    
                                                                 
       [f(x)+g(x)]=  f(x)−   g(x).         (3) 
 
Sifat-sifat Integral 
1. ∫ 
  
  
    ( )                           
2. ∫   ( )     ∫  ( )               
3. ∫, ( )   ( )-   ∫ ( )   ∫  ( )     
C. Fungsi Walsh  
1. Pengertian Fungsi Walsh 
Pada tahun 1922, Rademacher mengembangkan himpunan fungsi gelombang persegi 
tidak lengkap ortonormal pada [0,1]. Selanjutnya tahun 1923, selanjutnya disebut fungsi Walsh, 
metode fungsiWalsh adalah ekuivalen dengan menyelesaikan sistem persamaan linear. Chen dan 
Hsiao mendefinisikan fungsi walsh, 
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 Purcell. Kalkulus Edisi Kedelapan Jilid 1.(Jakarta: Erlangga, 2003), h.213-215 
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Definisi 3 
                                                                                               
   ( )     ( )                                                                                  
             ( )  ,  ( )-
   ,  ( )-
                                                (4) 
                              
  ( )  ,  ( )-
   ,    ( )-
     ,  ( )-
   
  dimana, 
                              |    (  
  )|      
      
          
          
  
dan 
                    adalah biner  
Fungsi rademacher suatu fungsi gelombang kuadrat dengan periode sama dengan 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
    (   ) masing-masing. Sehingga fungsi walsh pada ditunjukkan pada grafik berikut 
dengan menyatakan jumlah dari gelombang persegi   ( ) adalah  
   . Himpunan tidak lengkap 
untuk    ( ) dimana   
 
 
 
Grafik empat fungsi Walsh yang ditunjukkan pada gambar berikut: 
Empat grafik fungsi Walsh yaitu : 
 
 
 
             ( )                                       ( ) 
 1                                                        1                                                  
16 
 
0                      1                                 0                           1 
-1                                                      -1 
 
          (x)                                              ( ) 
1                                                         1  
0            ½          1                              0                           1 
-1                            -1 
                     Gambar  Empat Fungsi Walsh  
2. Sifat Integral Fungsi Walsh dan Fungsi Kernel 
Fungsi Walsh memiliki banyak sifat yang sama dengan fungsi trigonometri. Namun, lebih 
sederhana dalam struktur ke fungsi trigonometri dengan mengambil nilai-nilai 1 dan -1 yang 
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari fungsi Haar, bukti  tentang fungsi Haar membawa ke 
sistem Walsh.
17
 Sifat integral fungsi Walsh menurut Corrington, setiap integral fungsi Walsh 
dapat disajikan sebagai berikut : 
∫  ( )  ∑                                                                                          
   
     
 
 
 
 ∑                                                                                          
   
     
 
Dengan konvensi penjumlahan Einstein  
                                                                                        ( ) 
Untuk fungsi trigonometri pada fungsi sinus dan cosinus yaitu 
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∫  ( )  ∑                                                                                          
   
     
 
 
 
 ∑                
   
     
                                                  
Dengan konvensi penjumlahan Einstein  
                                                                                                                   ( ) 
Dimana           dan              −   di tulis sebagai bilangan biner dengan operasi 
penjumlahan modulo 2. 
Keterangan : 
                                                                                     
                                                                                                                          
                                                                    
                                                                     
Uljanov dan Blyth pada tahun 1996 mengembangkan algoritma baru yang selanjutnya di 
sebut fungsi Walsh untuk menyelesaikan persamaan integral volterra linear dengan 
mengekspansikan tiap suku dari persamaan integralnya dengan deret fungsi Walsh berhingga dan 
fungsi kernel yang didekati dengan fungsi Walsh rangkap berhingga yaitu  ( )   ( )  
∫  (   ) ( )    
 
 
 Dengan g (x)dan kernel K (x,t) diketahui dengan u(t) adalah fungsi linear yang 
akanditentukan.   ( )  ∑     ( )
   
      ( )  ∑     ( )
   
        (   )   
∑ ∑     ( )  ( )
   
   
   
   .Menyederhanakan penulisan persamaan digunakan konvensi 
penjumlahan Einstein sehingga persamaan menjadi 
 ( )     ( )  ( )      ( )    (   )      ( )  ( )          ( ) 
18 
 
dengan i,j=0,1,2,…m,  m=  , n  . 
    ( )      ( )        ( )   
atau 
                                                                                                        (8) 
sehingga persamaan (6) membentuk persamaan linear
18
 
                                                                  (9) 
Urutan dari fungsi Walsh, setiap fungsi f    [0,1] yang di perluas sebagai rangkaian 
fungsi Walsh yaitu : 
         ( )  ∑     ( ) 
 
       dimana        ∫  ( )    
 
 
          (10) 
Dari deret fourier Walsh      jumlah parsial, deret walsh dari fungsi f adalah 
perpotongan konstan, sama dengan rata-rata    dari f , pada masing-masing sub interval [(i-
1)/m,i/m]. Fungsi Walsh  selalu terpotong untuk m=   dalam hal ini, koefisien    dari fungsi 
Walsh yang diberikan  
   ∑
 
 
     
   
   
                                                                    (  ) 
Dimana     adalah nilai rata-rata dari fungsi f(x) dalam interval j untuk 1/m dalam interval 
(0,1), dan    adalah  fungsi Walsh yang berada di i,j sub interval. urutan m fungsi walsh matriks 
   memiliki unsur-unsur     
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 Masduki, efisiensi dan akurasi gabungan metode fugsi Walsh dan multigirid untuk menyelesaikan 
persamaan integral fredholm linear, MIPA vol. 17, No 1, januari 2007,h. 75-80 
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Misalkan f(x) memiliki fungsi Walsh dengan koefisien    dan integral dari 0  sampai x 
memilki fungsi Walsh dengan koefisien     ∫  ( )   ∑     
 
   ( ) 
 
 
 Jika  memotong 
untuk  m=   dan menggunkan vektor, integrasi dilakukan oleh perkalian matriks     
  . 
Blyth menuliskan pendekatan integral fungsi Walsh sebagai deret dengan koefisien dapat 
ditentukan dengan menggunakan matriks operasional     yang telah diberikan oleh Chen dan 
Hsiao
19
. Apabila 
 ( )  ∑    ( ) 
   
   
        ∫  ( )   ∑     
   
   
( )
 
 
                   (  ) 
 
            maka 
[
  
 
    
]    
 [
  
 
    
] 
dengan 
  
  (
  
 
        
 
  
    
−
 
  
  
 
       
)           
  (
 
 
         
−
 
 
       
)                                 (13) 
Definisi fungsi kernel 
Fungsi kernel k: R        R adalah fungsi yang simetik terhadap titik pusat O dan mempunyai sifat : 
∫   ( )                                                                      (  )
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 W.F Blyth, Volterra integral equations solved in fredholm from using Walsh Function, Mathematics & 
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Dari definisi diatas, jika K adalah fungsi nonnegative maka K dapat juga diartikan sebagai fungsi 
padat peluang. 
 Fungsi-fungsi kernel (K) mempunyai deret pada fungsi walsh yaitu [-1,1] dan memenuhi 
syarat-syarat berikut :
20
 
1. ∫   ( )   
 
  
                           ∫     ( )   
 
  
                         
2. ∫    ( )   
 
  
                        ∫    ( )   
 
  
                                       (  )  
3. Macam-macam Fungsi Walsh 
a. Fungsi Walsh pada [0,1] yang berbentuk {    + untuk  
  ([0,1]) 
Suatu fungsi Walsh didefinisikan pada [0,1] yang terdiri dari dua fungsi bebas linier yang 
berlaku        
  (,   -). Untuk  ( )      (,   -), sehingga untuk normal-2 ‖    ‖  untuk 
i=1,2 dapat dicari dengan menggunakan: 
‖    ‖  .
 
 
∫ ∫ | ( )  ( ) −  ( )  ( )|
  
 
 
 
    /
 
 
 untuk i=1,2 
Dengan memanfaatkan ketaksamaan  
‖    ‖   
  
 
 ‖ ‖  
‖    ‖   
  
 
 ‖ ‖                                                                 (  ) 
Sehingga aturan baru yang dihasilkn untuk kasus fungsi bebas linear {    + 
‖ ‖   , 
   -
 
 [‖ ‖ 
 
]
 
  
‖ ‖    
  
 
 ‖ ‖                                                   (  ) 
b. Fungsi Walsh pada [0,1] yang berbentu {     + untuk  
  [0,1] 
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 Fitriani Agustina, Kernel Wavelet, Jurusan Pendidikan Matematika FPMIPA UPI-Bandung.h.1 
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Didefinisikan fungsi bebas linier {     +           dengan     adalah bilangan bulat di R 
dan {     + adalah persamaan. Tampak jelas bahwa        
  ([0,1]). Dengan cara yang 
sama pada persamaan, akan didapat hubungan sesuai dengan fungsi bebas linier yang dipilih. 
Ketaksamaan dapat dipakai untuk menghasilkan: 
‖    ‖   
  
 
 | |‖ ‖  
‖    ‖  ( )
  
 
 ‖ ‖ | |                                    (  ) 
Sehingga aturan baru yang dihasilkan untuk kasus fungsi bebas linear {     + 
‖ ‖ 
 
 ,‖    ‖
  |    |
 -
 
  
‖ ‖ 
 
  
  
 
 [‖ ‖ 
 
]
 
 (| |  | |)                           (  ) 
c. Fungsi Walsh  pada [0,1] yang berbentuk {             + untuk [0,1] 
Suatu {            +  *                     }, dengan         ,…         berada 
pada interval [0,1] untuk pengambilan                     sebagai bilangan real positif.
21
 
Untuk kasus ini dihasilkan: 
‖    ‖  (  )
 
  |  |‖ ‖   
‖    ‖  (  )
 
  |  |‖ ‖   
‖    ‖  (  )
 
  |  |‖ ‖   
‖    ‖  (  )
 
  |  |‖ ‖   
                                                             
21
 Wahyuniati. Kontruksi rumus norma alternatif untuk ruang fungsi [0,1]. Seminar Nasional Pendidikan 
Sains FMIPA Unesa.2008, h.40-42. 
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dan seterusnya sampai n satu fungsi yaitu ‖    ‖  (  )
 
  |  |‖ ‖  . Sedangkan aturan 
baru yang dihasilkan untuk kasus fungsi bebas lnier adalah: 
‖ ‖ 
 
 ‖    ‖    ‖    ‖    ‖    ‖      (  ) 
Sehingga didapat aturan baru dengan fungsi bebas linear {           + adalah 
‖ ‖ 
 
 (  )
  
 
 ‖ ‖ (|  |    |  |    |  |)        (  ) 
Hubungan antara aturan alternatif ‖ ‖ 
 
 dengan aturan baku ‖ ‖ . Hubungan ini sangat 
sesuai dengan bentuk fungsi bebas linier yang digunakan, jika fungsi bebas linear yang 
digunakan mempunyai konstanta-konstanta yang berpola seperti deret aritmetika. 
D. Persamaan Integral Volterra  
a. Pengertian Persamaan Integral Volterra 
Persamaan integral  merupakan persamaan yang memuat fungsi yang tidak diketahui yang 
berada didalam  dan diluar opersai integral. Ada dua jenis persamaan integral salah  satunya 
persamaan volterra linear. Persamaan integral Volterra merupakan persamaan yang memuat 
fungsi tidak diketahui  ( ) linear dan   ( )  nonlinear.  Fungsi tersebut berada dalam operasi 
integral. Sehingga  persamaan integral Volterra adalah sistem pengintegral Volterra yang diketahui 
mempunyai n fungsi tidak diketahui.. Persamaan integral volterra pertama kali diperkenalkan oleh 
Vito Volterra pada tahun 1860-1940 merupakan seorang ahli matematika dari italia. Pertama kali 
menuliskan sebuah makalah tentang integral  dan menemukan persamaan baru yang disebut 
persamaan integral volterra  pada tahun 1896 dan kemudian bersama-sama mengembangkan 
persamaan tersebut dengan seorang matematikawan dari Swedia yang bernama Ivar Fredholm.  
22
 
                                                             
22
 Hermann Brunner, Theory and numerical solution of volterra functional integral equations, HIT summer 
Simanar 5-16 july 2010,h.6. 
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Persamaan integral volterra berdasarkan jenisnya terdiri atas persamaan integral volterra 
jenis pertama dan kedua dan jenis kedua dibagi lagi atas linier dan non linier secara berurutan 
dengan bentuk umum sebagai berikut :
23
 
 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )   
 
 
                                    (22)       
 dan 
 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )    
 
 
                                   (23)  
 
Keterangan : 
 ( )                                                            
 ( )                                                                                        
                                                 (  − )  
 (   )                                                                                                
 ( )                                                                        
 ( )                                                                            
b. Jenis-jenis Persamaan Integral Volterra 
1. Persamaan Integral Volterra Jenis pertama 
Bentuk umum persamaan integral volterra jenis pertama yaitu  
 ( )  ∫ (   ) ( )   
 
 
                                      (  ) 
Dengan mendiferensialkan persamaan (24) untuk mengubahnya menjadi sebuah persamaan 
yang setara dengan persamaan volterra jenis kedua yaitu dengan mendiferensialkan kedua 
                                                             
23
 Lisa Anna Nasution. Solusi Polinomial Taylor dari Persamaan Integral Volterra, JOM FMIPA Volume 2 
No.1 februari 2015, h. 38-39. 
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sisi persamaan integral (24), dimana aturan Leibnitz digunakan untuk integral dari sisi kanan 
sehingga diperoleh 
 ( )  
  ( )
 (   )
−
 
 (   )
∫
 ( (   ))
  
 ( )    (   )               (  )
 
 
 
Pertama harus menentukan  . Oleh karena itu, dengan mendeferensialkan kedua sisi 
persamaan (25) menggunakan aturan Leibnitz dan mendapatkan persamaan integral-
diferensial dari urutan pertama. lagrange multiplier   dapat ditentukan berdasarkan 
persamaan integral-deferensial yang dihasilkan. 
Contoh 
Selesaikan persamaan integral volterra jenis pertama 
  ( )  − −   −       −  ∫( −    )  ( )                     (  )
 
 
 
Didiferensialkan kedua sisi persamaan (26) terhadap x sehingga membentuk persamaan 
integral jenis kedua  
 ( )  − −       −  ∫( −    ) ( )                 (  )
 
 
 
Untuk menentukan   dengan membedakan lagi untuk mendapatkan persamaan integral-
diferensial volterra 
  ( )  −     −   ( ) −  ∫( −    ) ( )  
 
 
  ( )          (  ) 
sehingga persamaan (28) adalah 
25 
 
    ( )    ( ) − ∫( 
 
 ( )   −
 
 
      ( )   ∫ ( )  )    
 
 
    (  ) 
dimana nilai   ( )  −  untuk orde pertama persamaan integral-deferensial dapat dipilih 
dengan menggunakan nilai awal  ( )   . Memilih   ( )   . 
2. Persamaan Integral Volterra Jenis Kedua 
Secara umum ada dua jenis persamaan integral volterra  yaitu sebagai berikut : 
A. Persamaan Integral Volterra Linear 
 Bentuk umum persamaan integral, sebagaimana yang diberikan oleh Jerri adalah sebagai 
berikut: 
 ( ) ( )   ( )  ∫  (   )  ( ))                                (  )
 ( )
 
 
Apabila  ( )   , maka persamaan (30) menjadi  
 ( ) ( )   ( )  ∫  (   ) ( )                                   (  )
 
 
 
dan disebut sebagai persamaan integral volterra. Apabila  ( )   , persamaan integral (31) 
menjadi  
 ( )   ( )  ∫  (   ) ( )                                          (  )
 
 
 
dan disebut sebagai persamaan integral volterra tipe dua. Apabila y linear, maka persamaan (32) 
dapat dituliskan sebagai berikut:
24
 
                                                             
24
 Masduki, Penyelesaian persamaan integral volterra linear dengan metode fungsi Walsh dan FMV-Cyle, 
Jurnal Penelitian Sains & Teknologi, vol. 6, No.2,2005,h.140 
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 ( )   ( )  ∫ (   ) ( )                                       (  )
 
 
 
dan disebut sebagai persamaan integral volterra linear tipe dua. 
B. Persamaan Integral Volterra Non Linear 
Bentuk standar dari persamaan integral volterra non linear dari jenis kedua yaitu : 
 ( )    ( )   ∫   (   )  ( ( ))  
 
 
                                (34) 
dimana   ( ( )) adalah fungsi nonlinier   ( ). Lagrange muptiplier   yang berfungsi 
sebagai konversi kedalam persamaan integral volterra (34) untuk  sebuah persamaan integral. 
Dengan mendeferensialkan kedua sisi persamaan integral, menggunakan  aturan Leibnitz untuk 
membedakan kedua sisi persamaan (34) sehingga 
  ( )     ( )    (   )  ( ( ))  ∫
  (  (   ))
  
 
 
   ( ( ))         (35) 
Ini akan ditunjukkan dengan contoh berikut :
25
 
Contoh  
Penyelesaian persamaan integral volterra nonlinear  
 ( )  
 
 
  
 
 
    − 
 
 
     ∫ ( −  )   ( )  
 
 
                     (36) 
Membedakan kedua sisi persamaan (36) terhadap x memberikan persamaan integral-
diferensial 
  ( )   
 
 
    − 
 
 
      ∫   ( )     ( )    
 
 
                     (37) 
dimana kondisi awal   ( )    yang diperoleh dengan mengganti nilai     kedalam 
persamaan (37). Koreksi fungsional dari persamaan (37) adalah  
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 Abdul Majid Wazwaz, The variational iteration method for solving linear and nonlinear volterra integral 
and integro-defferential equations, International Journal of Computer Mathematics, Vol. 87, No. 5, April 2010, 
1131-1141, h. 1135. 
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     ( )      ( ) − ∫ (   
 
 
 ( ) −
 
 
−     
 
 
   − ∫    ( )   )  
 
 
       (38) 
Dimana   ( )   −  untuk orde pertama integral-diferensial persamaan (38).  pendekatan ke nol 
  ( ) dapat dipilih dengan menggunakan nilai awal        ( )   . Memilih   ( )   , dan 
memilih persamaan (38) untuk mendapatkan taksiran 
26
 
u ( )      
            ( ) − ∫(   ( ) −
 
 
 
 
−     
 
 
   − ∫  
 
 
 
( )   )     
     
 
  
  −
 
  
  −
 
 
  −
 
 
      
      ( )      ( ) − ∫ (   ( ) −
 
 
 
 
−    
 
 
   − ∫   
 ( )  )   
 
 
           (39) 
     
 
  
   
 
  
   
 
  
  −
 
  
      
  ( )    ( ) − ∫( 
 
 ( ) −
 
 
 
 
−    
 
 
   − ∫  
 ( )  )   
 
 
 
        
 
  
   
 
  
   
 
  
   
 
  
   
 
  
      
  
   ( )   (    
 
  
   
 
  
   
 
 
   
 
 
     
 
  
  )                   (40) 
Menggunakan persamaan tersebut hingga memberikan solusi yang tepat  
 ( )                                                                                   (41) 
E. Konvensi Penjumlahan Einstein 
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 Abdul Majid Wazwaz. The variational iteration method for solving linear and nonlinear volterra integral 
and integro-defferential equations, International Journal of Computer Mathematics, Vol. 87, No. 5, April 2010, 
1131-1141, h.1136-1137 
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Konvensi penjumlahan Einstein adalah sebuah konvensi notasi yang biasa digunakan 
dalam penerapan aljabar linier dalam fisika, terutama ketika berurusan dengan rumus koordinat 
yang bertujuan untuk menyederhanakan bentuk persamaan, konvensi ini diperkenalkan oleh 
Albert Einstein.
27
 
Albert Einstein (lahir 14 Maret 1879 – meninggal 18 April 1955 pada umur 76 tahun) 
adalah seorang ilmuwan fisika teoretis yang dipandang luas sebagai ilmuwan terbesar dalam abad 
ke-20.28  Menurut konvensi penjumlahan eistein, bila sebuah indeks variabel muncul dua kali 
dalam satu suku, sekali dalam indeks atas (superskrip) dan sekali lagi di bawah (subskrip), berarti 
secara tersirat kita menjumlahkan semua nilai yang mungkin. Dalam penerapan yang tipikal, 
indeks ini adalah 1,2,3 (mewakili ketiga dimensi ruang Euklid fisik) atau 0,1,2,3 atau 1,2,3,4 
(mewakili keempat dimensi ruang-waktu, atau ruang Minkowski), namun banyaknya indeks 
tersebut bisa berapa saja. Pada beberapa penerapan indeks tersebut bisa merupakan anggota 
himpunan tak terhingga. Indeks notasi abstrak adalah peningkatan atas notasi Einstein. 
Contoh konvensi penjumlahan Einstein sangat sederhana, yang memungkinkan 
penggantian rumus panjang seperti berikut ini : 
                                              (  ) 
Yang biasanya diringkas menjadi : 
  ∑    
 
   
                                                                   (  ) 
Dengan rumus yang bahkan lebih sederhana dengan konvensi penjumlahan Einstein 
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 https://id.wikipedia.org/wiki/Notasi_Einstein 
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 http://langkahmantap.blogspot.co.id/2010/03/segala-hal-tentang-albert-einstein.html 
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                                                                                       (  ) 
Dalam notasi Einstein, indeks seperti i dalam persamaan di atas dapat muncul baik 
sebagai subskrip ataupun superskrip. Letak indeks ini punya maksud khusus. Perlu diingat untuk 
tidak menafsirkan indeks yang muncul pada posisi superskrip sebagai pangkat, yang merupakan 
konvensi baku dalam aljabar. Di sini, i dalam posisi superskrip di atas simbol x menunjukkan 
indeks bilangan bulat yang berjalan dari 1 ke n. 
Keuntungan notasi Einstein adalah indeks yang muncul dua kali atau lebih dalam satu 
suku menyiratkan penjumlahan pada indeks tersebut. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
BAB III 
METODE PENELITIAN 
A. Jenis Penelitian 
30 
 
Jenis penelitian yang digunakan  adalah penelitian kepustakaan  (Library Search) yang 
bertujuan mengumpulkan  beberapa literature seperti buku-buku, data dari internet, jurnal yang 
berkaitan dengan penelitian ini. 
B. Waktu dan Lokasi Penelitian  
 Waktu penelitian dimulai dari  bulan  November tahun 2015 sampai April 2016. Dalam 
rangka untuk mencapai tujuan dan mendapatkan informasi dari penelitian ini maka penulis 
memilih perpustakaan UIN Alauddin Makassar yang memiliki buku-buku yang berkaitan dengan 
persamaan integral volterrra linear menggunakan metode fungsi Walsh sebagai tempat untuk 
melakukan penelitian. 
C. Prosedur Penelitian  
 Adapun prosedur penelitian untuk memperoleh penyelesaian integral volterra linear  
menggunakan metode fungsi Walsh yaitu sebagai berikut : 
1. Menentukan solusi eksak dari persamaan integral volterra linear  
2. Mengekspansi masing-masing suku ke dalam deret Walsh dengan menggunakan rumus: 
 ( )  ∑     ( )
   
   
 
3. Menyederhanakan bentuk penulisan persamaan ke dalam bentuk persamaan integral, sehingga 
persamaan menjadi 
 ( )      ( )  
Sehingga persamaan integral dapat dituliskan  
    ( )      ( )  ∫     ( )  ( )    ( )  
 
 
 
30 
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    ( )      ( )       ( )  ∫  ( )  ( )  
 
 
 
4. Menyelesaikan persamaan integral volterra linier dengan menggunakan sifat  fungsi Walsh  
    ( )      ( )        ( )   
atau                          
                                                                                                          
dengan i,j= 0,1,2,…,m 
sehingga persamaan, membentuk  persamaan linear 
                       
 
 
 
 
 
 
 
 
BAB IV 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 
A. Hasil 
Dalam penelitian ini persamaan integral volterra linear di selesaikan dengan mencari 
solusi eksak selanjutnya, metode fungsi Walsh diterapkan dalam menyelesaikan Persamaan 
integral volterra linear sehingga membentuk sistem persamaan  linear. 
Kasus I  
Diberikan persamaan integral volterra linear yaitu sebagai berikut : 
 ( )   − ∫ ( −  ) ( )  
 
 
                                                     
Solusi eksak : 
Persamaan tersebut sudah sesuai  persamaan umum integral volterra linear 
  ( )   ( ) − ∫  (   ) ( )                                        (  )
 
 
 
Dengan  ( )    dan  (   )   −   dimana k (x,t) adalah 
  (   )  {
 −                         
                                    
                                (  ) 
Untuk menyelesaian Persamaan integral volterra linear, dimana             di mulai dengan 
  ( )   , dimana     
  ( )   − ∫ ( −  )  ( )  
 
 
 
  − ∫ ( −  )      
 
 
  
  − ∫     
 
 
                                                                       
                                                                                 (  ) 
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   ( )   − ∫ ( −  )  ( )  
 
 
                                                                           
  − ∫ ( −  )     
 
 
                                                                                  
  − ∫ (  −   )                                                                                     
 
 
 
  − *
   
 
−
  
 
+
 
 
                                                                                         
  − (
 ( ) 
 
−
( ) 
 
) − (
 ( ) 
 
−
( ) 
 
)                                               
  −
  
 
−
  
 
−                                                                                            
  − *
  
 
−
  
 
+                                                                                              
  −
  
 
                                                                                                           
      −
  
  
                                                                                                 (  ) 
Dan untuk nilai   ( )  yaitu mensubstitusikan nilai dari   ( ) ke dalam persamaan integral 
volterra linear 
  ( )   − ∫ ( −  )  ( )                                                                           
 
 
 
   − ∫ ( −  ) ( −
  
 
)                                                                 
 
 
 
  − ∫ (  −
   
 
)
 
 
− (   
   
 
)                                                   
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                             − (  *
  
 
−
  
  
+
 
 
) − *
  
  
 
  
 
+
 
 
                
  − *
  
 
−
  
  
+ − *
  
  
 
  
 
+ − *
( ) 
 
−
( ) 
  
+ − *
( ) 
  
 
( ) 
 
+ 
  − *
  
 
−
  
  
+  *
  
 
−
  
  
+ −   
  −
  
 
− 
  
  
 
  
 
−
  
  
         
  −
  
 
 
  
   
                                                                                           
    −
  
  
  
  
  
                                                                                    (  ) 
  ( )   − ∫ ( −  )  ( )                                                                                 
 
 
 
  −  − ∫ ( −  )  ( )                                                                          
 
 
 
  − ∫ ( −  ) ( −
  
 
 
  
   
)                                                               
 
 
 
  − ∫   −
   
 
−
   
   
−    
  
 
 
  
   
                                              
 
 
 
  − *
   
 
−
   
  
−
   
   
−
  
 
 
  
  
 
  
   
+
 
 
                                                
  − *
 ( ) 
 
−
 ( ) 
  
−
 ( ) 
   
−
  
 
 
  
  
 
  
   
+                      
−*
 ( ) 
 
−
 ( ) 
  
−
 ( ) 
   
−
  
 
 
  
  
 
  
   
+                                             
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  −
  
 
−
  
  
−
  
   
−
 
 
 
  
  
 
  
   
−                                                     
  − *
  
 
−
  
  
−
  
   
+ − *
 
 
 
  
  
 
  
   
+                                              
  −
  
 
 
  
   
−
  
    
                                                                               
  −
  
  
 
  
  
−
  
  
                                                                           (  )   
Jadi untuk menghitung sampai ke-n adalah 
      −
  
  
 
  
  
−
  
  
   (− )((   )  )
 ((   ) −  )
 ((   ) −    )
                  
 −(− )(   )   
 (   )   
( (   )   ) 
                                                                            
  −
  
  
 
  
  
−
  
  
   (− ) 
    
      
− (− )(   )   
    
(    ) 
 
Berdasarkan deret maclaurin yang menyatakan bahwa    ( )        dengan n di dekati tak 
hinggga, dengan mengambil sebaran nilai n, misalnya untuk n=1,2,3,… yang berhingga sehingga 
deret maclaurin dapat dituliskan 
    −
  
  
 
  
  
−
  
  
   (− )   
 ( −  )
 ( −  )   
− (− )  
     
(    ) 
       
                                                                                                                            (  ) 
Karena solusi eksak persamaan integral volterra linear merupakan bentuk dari deret maclaurin 
sehingga, 
   ( )                                                                                                             
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Persamaan integral volterra linear di selesaikan dengan metode fungsi sehingga membentuk 
persamaan linear 
 ( )   − ∫ ( −  ) ( )  
 
 
 
Sehingga persamaan dapat ditulis ke dalam bentuk  
  ( )   −  ∫  ( )    ∫    ( )                                       (  ) 
 
 
 
 
 
Dengan mengekspansikan masing-masing suku dari persamaan (52) ke dalam deret walsh 
  ( )  ∑     ( )
   
   
   
   ∑      ( )
   
   
 
  ( )   ∑      ( )
   
   
 
    ∑      ( )
   
   
  
Untuk menyederhanakan penulisan persamaan digunakan konvensi penjumlahan Einstein 
sehingga persamaan menjadi 
  ( )       ( ) 
               ( )                                                  (  ) 
  ( )        ( )  
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              ( )                                                            
Substitusikan nilai dari persamaan (53) ke dalam persamaan (52) sehingga persamaan menjadi 
    ( )       ( ) −     ( )∫      ( )    
 
 
 ∫       ( )       ( )    (  )
 
 
 
Menerapkan sifat perkalian fungsi Walsh dan pendekatan  fungsi walsh sebagai deret  maka ∫  
 
 
di 
ganti menjadi matrix operasional [   
 ]  dan ,   
 - , kemudian disubtitusikan kedalam (54) 
persamaan menjadi 
    ( )        ( ) −      ( ) [   
 ]     ( )    ,   
 -     ( )      ( )   
      (  )   
Maka diperoleh sifat perkalian fungsi walsh di mana semua variable diganti sesuai dengan sifat 
perkalian fungsi walsh yang sesuai dengan persamaan (5) sehingga persamaan (55) membentuk 
sistem persamaan linear.  
Dimana, 
[   
 ]                                                                                               
   
,   
 -       
                                                                                            
    ( )                                                         (  )   
      ( )                                                                      
     ( )                                                                     
     ( )                                                                    
Mensubtitusikan persamaaan (55) ke dalam persamaan (54) sehinggga persamaan membentuk 
persamaan linear 
      −      
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Kasus II 
Diberikan persamaan integral volterra linear yaitu sebagai berikut : 
  ( )      ∫ ( −  )  ( )  
 
 
 
Solusi eksak : 
Persamaan tersebut dapat dibentuk ke dalam persamaan umum integral volterra linear 
  ( )   ( ) − ∫  (   ) ( )                                                           
 
 
 
Untuk   ( )    dan  (   )  ( −  ) dimana k (x,t) adalah 
  (   )  {
( −   )                      
                                         
                                (  ) 
dengan mensubtitusikan, sehingga persamaan menjadi 
  ( )     − ∫ ( −  ) ( )  
 
 
   
Penyelesaian Persamaan integral volterra linear, dimana             dimulai dengan   ( )  
  dimana     sehingga, 
   ( )      ∫ ( −  )  
 
 
 ( )                                                                            
                                                                                                            (  )  
   ( )      ∫ ( −  )  
 
 
 ( )                                                                              
     ∫ ( −  ) (   )                                                                            
 
 
 
     ∫ (    −     )  
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−
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                                                                      (  ) 
Jadi untuk menghitung sampai ke-n adalah 
       
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
   
 
  
                                                               
                                                                                                                     (  )    
Persamaan integral volterra linear di selesaikan dengan metode fungsi sehingga membentuk 
sistem persamaan linear 
 ( )      ∫ ( −  ) ( )  
 
 
                                                            
Sehingga persamaan dapat ditulis ke dalam bentuk  
  ( )      ∫    ( )    ∫    ( )                                                   
 
 
 
 
 
      ∫  ( )    ∫    ( )                                         (  ) 
 
 
 
 
 
Dengan mengekspansikan masing-masing suku dari persamaan (61) ke dalam deret walsh 
  ( )  ∑     ( )
   
   
    
     ∑     ( )
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  ( )   ∑      ( )
   
   
 
    ∑      ( )
   
   
  
Untuk menyederhanakan penulisan persamaan digunakan konvensi penjumlahan Einstein 
sehingga persamaan menjadi 
  ( )       ( )                                                                 
               ( )                                                     (  )   
  ( )        ( )                                                                   
              ( )                                                                    
Substitusikan nilai dari persamaan (61) ke dalam persamaan (62) sehingga persamaan menjadi 
    ( )         ( )      ( )∫      ( )    
 
 
 ∫       ( )       ( )     
 
 
 
(63) 
Menerapkan sifat perkalian fungsi Walsh dan pendekatan  fungsi walsh sebagai deret maka ∫  
 
 
di 
ganti menjadi matrix operasional [   
 ]  dan ,   
 - , kemudian disubtitusikan ke dalam (63) 
persamaan menjadi 
    ( )         ( )       ( ) [   
 ]     ( )    ,   
 -     ( )      ( )   
      (  )   
Maka diperoleh sifat perkalian fungsi walsh dimana semua variable diganti sesuai dengan pada 
persamaan (5) sehingga persamaan (64) membentuk sistem persamaan linear.  
Dimana, 
42 
 
         [   
 ]               
       
,   
 -               
                                                           
    ( )                                                            (  ) 
      ( )              
     ( )              
     ( )                                                                      
Mensubtitusikan persamaaan (64) ke dalam persamaan (65) sehinggga persamaan membentuk 
persamaan linear 
              
       
        
Kasus III 
Diberikan persamaan integral volterra linear yaitu sebagai berikut : 
 ( )        ∫    ( −  )
 
 
 ( )   
Solusi eksak : 
Persamaan tersebut dapat dibentuk ke dalam persamaan umum integral volterra linear 
  ( )   ( ) − ∫  (   ) ( )                                                      
 
 
 
Untuk   ( )    dan  (   )     (  −  ) dimana k (x,t) adalah 
  (   )  {
    ( −   )                      
                                         
                                (  ) 
 
Di ketahui bahwa  
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      ∑(− ) 
( −  )  
(  ) 
 
   
                                          (  ) 
       ∑(− ) 
 
   
 (    )
(    )
                                                   
dengan mensubtitusikan nilai sin x dan cos x ke dalam persamaan  
 ( )        ∫    ( −  )
 
 
 ( )   
Sehingga diperoleh      (dimana x=t ) 
         ∫    ( −  )
 
 
                                                                                         
 ∑(− ) 
 (    )
(    ) 
 
   
  ∫ ∑(− ) 
 
   
 
 
( −  )  
(  ) 
                                            
 ∑(− ) 
  ( )  
( ( )   ) 
 
   
  ∫ ∑(− ) 
 
   
 
 
( −  ) ( )
( ( )) 
 ( )                                   
     ∫                                                                                                                   
 
 
  
    ∫                                                                                                                        
 
 
 
    [  
 
 
  ]
 
 
                                                                                                                   
                                                                                                   
       
                                                                                                                                                                       (  ) 
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         ∫    ( −  )
 
 
                                                                                          
 ∑(− ) 
 (    )
(    ) 
 
   
  ∫ ∑(− ) 
 
   
 
 
( −  )  
(  ) 
                                             
 ∑(− ) 
  ( )  
( ( )   ) 
 
   
  ∫ ∑(− ) 
 
   
 
 
( −  ) ( )
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 ( −
  
 
)    ∫ ( −
( −  ) 
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  (
  
 
 
  
 
−
  
  
−
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−
  
  
−
  
  
                                                                                                 
      
  
 
  , -                                                                                                                   
Dengan x=t dan menghilangkan pangkat yang lebih besar dari 3, akan di peroleh 
      
  
 
                                                                                                              (  ) 
         ∫    ( −  )
 
 
                                                                                         
 ∑(− ) 
 (    )
(    ) 
 
   
  ∫ ∑(− ) 
 
   
 
 
( −  )  
(  ) 
                                            
 ∑(− ) 
  ( )  
( ( )   ) 
 
   
  ∫ ∑(− ) 
 
   
 
 
( −  ) ( )
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 (     
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  ( −
  
 
 
  
   
)   ∫ ( −
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  , -                                                                                          
Dengan x=t dan menghilangkan pangkat yang lebih besar dari 4, akan di peroleh 
      
  
 
 
  
 
                                                                                                 (  ) 
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 ∑(− ) 
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Dengan x=t dan menghilangkan pangkat yang lebih besar dari 5 sehingga  
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                                                                                        (  ) 
Cara yang sama diperoleh 
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Jadi untuk menghitung sampai ke-n adalah 
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  )        
                                                                                                                     (  ) 
Persamaan integral volterra linear diselesaikan dengan metode fungsi sehingga membentuk  
persamaan linear 
 ( )        ∫    ( −  )
 
 
 ( )                                                                   (  )  
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berdasarkan sifat penjumlahan dan selisih sudut trigonometri untuk    ( −  )           
         , sehingga persamaan menjadi 
       ∫ (                 )
 
 
 ( )                       (  ) 
       ∫ (          ( )            
 
 
 ( )  )                
        ∫ (          ( )   )  
 
 
 ∫ (            ( )  )
 
 
 
            ∫       ( )       ∫       ( )               
 
 
 
 
 
Sehingga persamaan dapat ditulis ke dalam bentuk  
 ( )             ∫       ( )       ∫       ( )  
 
 
 
 
                 (  ) 
Dengan mengekspansikan masing-masing suku dari persamaan (77) ke dalam deret walsh sesuai 
persamaan (7) dengan cara-cara ekspansi fungsi walsh pada persamaan integral volterra linear 
yaitu 
  ( )  ∑     ( )
   
   
  
      ∑      ( )
   
   
 
48 
 
      ∑      ( )
   
   
 
 ( )   ∑      ( )
   
   
                                                           
      ∑      ( )
   
   
 
      ∑      ( )
   
   
 
Untuk menyederhanakan penulisan persamaan digunakan konvensi penjumlahan Einstein 
sehingga persamaan menjadi 
 ( )       ( ) 
   ( )        ( ) 
   ( )        ( ) 
  ( )        ( )                                                  (  ) 
   ( )        ( ) 
   ( )        ( )                                                         
Substitusikan dari persamaan (78) ke dalam persamaan (77) sehingga persamaan menjadi 
     ( )       ( )        ( )∫     ( )    ( )                                      
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      ( )∫     ( )     ( )    
 
 
                                                    (  ) 
Maka diperoleh sifat perkalian fungsi walsh dimana semua variable diganti sesuai persamaan (6) 
sehingga persaman (79) membentuk sistem persamaan linear. Dimana, 
          ( )           
        ( )            
          ( )                                                         (  )  
        ( )         
            ( )       
             ( )                                                               
Menerapkan sifat perkalian fungsi Walsh dan pendekatan integral fungsi walsh sebagai deret  
maka ∫  
 
 
di ganti menjadi matrix operasional ,  
 - dengan matrix [   
 ], kemudian disubtitusikan 
ke dalam (80) persamaan menjadi 
         [   ][   
 ][   ]     [   ][   
 ][   ]   
     ( [   ][   
 ],   -    [   ][   
 ][   ])   
     (       
         
   )                         
B. Pembahasan 
Penelitian ini dilakukan untuk menyelesaikan Persamaan integral volterra linear dengan 
menggunakan metode fungsi walsh, dengan menyelesaikan kasus persamaan integral volterra 
linear menggunakan metode fungsi walsh sehingga solusi dari persamaan integral volterra linear 
menghasilkan sistem persamaan linear.  
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Tahap pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah  menentukan solusi eksak yang 
diterapkan pada kasus persamaan integral volterra linear. Tahap kedua  menyelesaikan kasus 
persamaan integral volterra linear dengan menggunakan metode fungsi walsh dengan 
mengekspansi masing-masing suku kedalam deret walsh. Tahap ketiga yaitu menyederhanakan 
bentuk penulisan  persamaan integral volterra linear. Dan tahap ke empat menyelesaikan 
persamaan integral volterra linear dengan menggunakan sifat perkalian fungsi walsh, sehingga 
persamaan membentuk sistem persamaan linear. 
1. Kasus I 
Pada kasus I persamaan integral volterra linear yang diberikan  ( )   − ∫ ( −
 
 
 ) ( )  . Selanjutnya persamaan integral volterra linear yang di berikan di ubah kedalam bentuk 
umum persamaan integral volterra linear     ( )   ( ) − ∫  ( −  ) ( )  
 
 
, untuk nilai  ( ) 
pada kasus I yaitu x dan  ( −  ) =( −  ) dimana nilai K( −  ) untuk  ( −  ) jika       
dan 0 jika       langkah awal untuk menyelesaikan solusi eksak dengan menentukan nilai 
dari   ( )    untuk nilai   ( )    selanjutnya  nilai   ( )  dihitung dengan cara 
mensubtitusikan nilai dari   ( )    ke dalam bentuk persamaan integral volterra linear yang 
diberikan dihitung sampai nilai   ( )  karena solusi eksak yang dihasilkan dari kasus I 
merupakan bentuk  deret maclaurin sehingga nilai   ( ) yaitu        −
  
  
 
  
  
−   
(− )  
     
(    ) 
 Jadi   ( )       . 
Selanjutnya kasus I diselesaikan dengan metode fungsi walsh sehingga menghasilkan 
sistem persamaan linear, dengan langkah awal mengekspansi masing-masing suku persamaan 
integral volterra linear ke dalam deret fungsi walsh. Kemudian menyederhanakan bentuk 
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penulisan persamaan digunakan konvensi penjumlahan Einstein dengan mensubstitusikan 
kedalam persamaan integral volterra linear dan menerapkan sifat perkalian dari fungsi walsh dan 
pendekatan inetegral fungsi walsh sebagai deret sehingan ∫        
 
 
 menjadi matrix operasional 
[   
 ] dan ,   
 - maka diperoleh sifat perkalian fungsi walsh dimana semua diganti sesuai dengan 
sifat perkalian fungsi walsh sehingga menhasilkan sistem persamaan linear yaitu        
     
       
        yang ekuivalen dengan solusi eksak pada persamaan (51). 
2. Kasus II 
Pada kasus II persamaan integral volterra linear yang di berikan  ( )     ∫ ( −  ) ( )  
 
 
. 
Selanjutnya persamaan integral volterra linear yang di berikan di ubah kedalam bentuk umum 
persamaan integral volterra linear dimana            dengan bentuk umum persamaan 
integral volterra yaitu    ( )   ( )  ∫  ( −  ) ( )  
 
 
, untuk nilai  ( ) pada kasus 2 yaitu 
1+x dan  (   ) =( −  ) dimana nilai K(   ) untuk  ( −  ) jika       dan 0 jika     
  langkah awal untuk menyelesaikan solusi eksak dengan menentukan nilai dari   ( )    untuk 
nilai   ( )      selanjutnya  nilai   ( )  dihitung dengan cara mensubtitusikan nilai dari 
  ( )      kedalam bentuk persamaan integral volterra linear yang diberikan dihitung 
sampai nilai   ( )  dengan solusi eksak   ( ) yaitu        
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
   
 
  
 
.Sehingga  solusi  eksak tersebut yaitu      . 
  Selanjutnya kasus II di selesaikan dengan metode fungsi walsh sehingga menghasilkan 
sistem persamaan linear, dengan langkah awal mengekspansi masing-masing suku persamaan 
integral volterra linear kedalam deret fungsi walsh. Kemudian menyederhanakan bentuk 
penulisan persamaan digunakan konvensi penjumlahan Einstein dengan mensubstitusikan 
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kedalam persamaan integral volterra linear dan menerapkan sifat perkalian dari fungsi walsh dan 
pendekatan inetegral fungsi walsh sebagai deret sehingan ∫        
 
 
 menjadi matrix operasional 
[   
 ] dan ,   
 - maka diperoleh sifat perkalian fungsi walsh dimana semua diganti sesuai dengan 
sifat perkalian fungsi walsh sehingga menhasilkan sistem persamaan linear yaitu    
           
       
        yang ekuivalen dengan solusi eksak pada persamaan (60). 
3. Kasus III 
Pada kasus III persamaan integral volterra linear yang diberikan 
 ( )        ∫    ( −  )
 
 
 ( )  . Selanjutnya persamaan integral volterra linear yang di 
berikan di ubah kedalam bentuk umum persamaan integral volterra linear dimana   
           dengan bentuk umum persamaan integral volterra yaitu    ( )   ( )  
∫  ( −  ) ( )  
 
 
, untuk nilai  ( ) pada kasus III yaitu sin x dan  (   ) =cos( −  ) dimana 
nilai K (   )  untuk cos  ( −  ) jika       dan 0 jika       langkah awal untuk 
menyelesaikan solusi eksak dengan menentukan nilai dari   ( )    untuk nilai   ( )     
  
selanjutnya  nilai   ( )  dihitung dengan cara mensubtitusikan nilai dari   ( )     
  
kemudian hasil   ( )     
  
  
 
  , -  dengan menghilangkan pangkat yang lebih besar 
dari 3 selanjutnya untuk menghitung sampai nilai   ( )  dengan cara yang sama sehingga 
diperoleh solusi eksak dari kasus III persamaan integral volterra linear yang diberikan yaitu 
      
  
  
 
 
  
 
 
  
  
 
  
   
 
  
   
 
  
    
 
  
     
 
   
      
            .    
  
 
 
  
 
 
  
  
 
  
   
 
  
   
 
  
    
 
  
     
 
  
      
 
   
       
 / maka diperoleh solusi eksak dari kasus 
III persamaan integral volterra linear yang di berikan yaitu    . 
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 Selanjutnya kasus III di selesaikan dengan metode fungsi walsh sehingga menghasilkan 
sistem persamaan linear, dengan langkah awal mengekspansi masing-masing suku persamaan 
integral volterra linear ke dalam deret fungsi walsh. Kemudian menyederhanakan bentuk 
penulisan persamaan digunakan konvensi penjumlahan Einstein dengan mensubstitusikan ke 
dalam persamaan integral volterra linear dan menerapkan sifat perkalian dari fungsi walsh dan 
pendekatan inetegral fungsi walsh sebagai deret sehingan ∫  
 
 
di ganti menjadi matrix operasional 
,  
 - dengan matrix [   
 ]  maka diperoleh sifat perkalian fungsi walsh dimana semua diganti 
sesuai dengan sifat perkalian fungsi walsh sehingga menhasilkan sistem persamaan linear 
yaitu     (       
         
   ) yang ekuivalen dengan solusi eksak pada persamaan 
(74). 
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BAB V 
PENUTUP 
A. Kesimpulan  
Berdasarkan pada hasil penelitian maka dapat diambil kesimpulan  pada kasus I pada 
persamaan integral volterra linear diberikan yaitu   
  ( )    ∫ ( −  ) ( )  
 
 
  dengan solusi eksak yang diperoleh pada persamaan 
47   Kemudian persamaan integral volterra linear menggunakan metode fungsi walsh 
menghasilkan sistem persamaan linear       −      
       
       . 
    Pada kasus II  persamaan integral volterra linear diberikan yaitu  ( )      
∫ ( −  ) ( )  
 
 
, dengan solusi eksak, pada persamaan 57. Kemudian  persamaan integral 
volterra linear menggunakan metode fungsi walsh menghasilkan sistem persamaan linear 
        −      
       
       . 
  Dan pada Kasus III persamaan integral volterra yang diberikan persamaan integral 
volterra linear diberikan yaitu  ( )        ∫    ( −  )
 
 
 ( )  dengan solusi eksak,pada 
persamaan 71. Kemudian  persamaan integral volterra linear menggunakan metode fungsi walsh 
menghasilkan sistem persamaan linear    (       
         
   )  
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B. Saran 
Berdasarkan hasil penelitian yang telah diperoleh oleh penulis memberikan rekomendasi 
kepada para pembaca untuk menyempurnakan skripsi ini yaitu dalam menyelesaikan persamaan 
integral volterra linear banyak metode yang bisa digunakan, salah satunya yang digunakan oleh 
peneliti yaitu solusi eksak dan metode fungsi walsh yang menghasilkan sistem persamaan 
linear,dan sebagai saran untuk penelitian selanjutnya agar persamaan integral volterra 
diselesaikan metode adomain atau metode numerik seperti metode picard. 
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Abstrak. Tulisan ini membahas tentang penyelesaian persamaan integral volterra linear yang diterapkan 
pada tiga kasus persamaan integral volterra linear dengan cara menentukan solusi eksak dari masing- 
masing tiga kasus persamaan integral volterra linear. Selanjutnya mencari solusi menggunakan metode 
fungsi Walsh yaitu mengekspansi masing-masing suku ke dalam deret Walsh, menyederhanakan bentuk 
penulisan persamaan ke dalam bentuk persamaan integral, menyelesaikan persamaan integral volterra 
linier dengan menggunakan sifat  fungsi Walsh sehingga menghasilkan persamaan linear yang ekuivalen 
dengan solusi eksak. Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan untuk mengetahui cara penyelesaian 
persamaan integral volterra linier menggunakan metode fungsi walsh yang diterapkan pada tiga kasus 
persamaan integral volterra linear. 
Berdasarkan hasil  penelitian diperoleh solusi dari penerapan tiga kasus persamaan integral 
volterra linear yaitu solusi eksak dan solusi metode fungsi Walsh yang dihasilkan dari masing-masing 
kasus I, II dan III persamaan integral volterra linear yaitu solusi eksak      ,    dan     . Solusi dari 
metode fungsi Walsh       −      
        
       ,                 
    
   
       dan,         (       
         
   )   , solusi  metode fungsi Walsh ekuivalen 
dengan solusi eksak. 
Kata Kunci: Persamaan Integral Volterra Linear, Solusi eksak, Metode fungsi Walsh 
 
PENDAHULUAN 
Kehidupan tidak lepas dari dasar pemikiran, pengetahuan yang perlu dikaji   seperti 
halnya matematika yang pada dasarnya dilahirkan dari dasar pemikiran seorang ilmuan  ahli 
matematika aljabar yang dikenal dengan Leonardo Fibonacci sebagai ahli matematika aljabar 
yang ternyata hasil pemikirannya sangat dipengaruhi oleh ilmuan muslim yang bernama 
Muhammad bin Musa Al-Khawarizmi sebagai penemu angka 0 (nol) yang hingga kini 
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dipergunakan [9]. Adapun integrasi penggunaan integral khususnya integral volterra linear 
menggunakan metode fungsi walsh dalam kehidupan sehari-hari yaitu pada bidang teknologi di 
gunakan pada laju tetesan minyak dari tangki untuk menentukan jumlah kebocoran selama selang 
waktu tertentu dan penggunaan kecepatan pesawat ulang alik Endeavour untuk menentukan 
ketinggian maksimum yang dicapai pada waktu tertentu [8]. Ada beberapa macam penyelesaian 
integral volterra seperti metode dekomposisi adomian, metode deret taylor, metode numerik 
seperti metode iterasi, metode runge kutta dan metode fungsi walsh.  Metode dekomposisi 
adomain merupakan metode yang disubtitusikan ke dalam deret tak hingga dan polinomial tak 
hingga [4]. 
Penelitian sebelumnya  yang dilakukan oleh  Blyth menggunakan metode fungsi Walsh  
untuk menyelesaikan masalah varisional serta persamaan integral fredholm dari kedua 
eksperimen yang dilakukan menunjukkan bahwa metode fungsi Walsh ternyata mampu 
memberikan  galat yang lebih kecil dan hasil perhitungannya lebih akurat dan juga perhitungan 
lebih sederhana dibandingkan dengan metode yang lain. Dari eksperimen numerik, Corrington 
menyimpulkan bahwa fungsi Walsh dapat digunakan untuk mendapatkan penyelesaian 
pendekatan dari persamaan integral. Selain itu, penelitian sebelumnya yang juga berkaitan 
dengan penelitian ini yaitu penelitian Purnami Widyaningsih tentang “Efesiensi penggunaan V-
Cyle dalam metode fungsi walsh untuk menyelesaikan integral fredholm linier”, diteliti pada 
tahun 2003 yang diperesentasikan dalam seminar nasional menyimpulkan bahwa eksperimen 
numerik menunjukkan bahwa kombinasi metode fungsi Walsh dan v-cyle dapat diterapkan untuk 
meningkatkan efisiensi metode fungsi Walsh [7]. Sehingga Metode selalu diperlukan untuk 
memecahkan persamaan integral karena penyelesaian integral dapat diselesaikan beberapa 
metode dalam penyelesaiannya, dimana setiap metode memiliki fungsi tersendiri dalam 
menyelesaikan berbagai macam integral [5]. 
Fungsi Walsh, pada tahun 1922, Rademacher mengembangkan himpunan fungsi 
gelombang persegi tidak lengkap ortonormal pada [0,1]. Selanjutnya tahun 1923, selanjutnya 
disebut fungsi Walsh, metode fungsiWalsh adalah ekuivalen dengan menyelesaikan sistem 
persamaan linear. Chen dan Hsiao mendefinisikan fungsi walsh, 
                                                                                               
   ( )     ( )                                                                                  
             ( )  ,  ( )-
   ,  ( )-
                                                                                                                                          
                              
  ( )  ,  ( )-
   ,    ( )-
     ,  ( )-
   
  dimana, 
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                              |    (  
  )|      
      
          
          
  
dan 
                    adalah biner [6]. 
Sifat Integral Fungsi Walsh Fungsi Walsh memiliki banyak sifat yang sama dengan fungsi 
trigonometri. Namun, lebih sederhana dalam struktur ke fungsi trigonometri dengan mengambil 
nilai-nilai 1 dan -1 yang dinyatakan sebagai kombinasi linear [3]. Sifat integral fungsi Walsh 
menurut Corrington, setiap integral fungsi Walsh dapat disajikan sebagai berikut : 
∫  ( )  ∑                                                                                          
   
     
 
 
 
 ∑                                                                                          
   
     
 
Dengan konvensi penjumlahan Einstein  
                                                                                         
Untuk fungsi trigonometri pada fungsi sinus dan cosinus yaitu 
∫  ( )  ∑                                                                                          
   
     
 
 
 
 ∑                
   
     
                                                  
Dengan konvensi penjumlahan Einstein  
                                                                                                                     
Dimana           dan              −   di tulis sebagai bilangan biner dengan operasi 
penjumlahan modulo 2 [6]. 
Uljanov dan Blyth pada tahun 1996 mengembangkan algoritma baru yang selanjutnya di 
sebut fungsi Walsh untuk menyelesaikan persamaan integral volterra linear dengan 
mengekspansikan tiap suku dari persamaan integralnya dengan deret fungsi Walsh berhingga dan 
fungsi kernel yang didekati dengan fungsi Walsh rangkap berhingga yaitu  ( )   ( )  
∫  (   ) ( )    
 
 
 Dengan g (x)dan kernel K (x,t) diketahui dengan u(t) adalah fungsi linear yang 
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aditentukan.   ( )  ∑     ( )
   
      ( )  ∑     ( )
   
        (   )   
 ∑ ∑     ( )  ( )
   
   
   
   Menyederhanakan penulisan persamaan digunakan konvensi 
penjumlahan Einstein sehingga persamaan menjadi 
 ( )     ( )  ( )     ( )    (   )       ( )  ( )          dengan i,j=0,1,2,…m,  
m=  , n  . 
    ( )      ( )        ( )   
atau 
          
sehingga persamaan  membentuk persamaan linear 
             [6]. 
Persamaan integral volterra berdasarkan jenisnya terdiri atas persamaan integral volterra 
jenis pertama dan kedua dan jenis kedua dibagi lagi atas linier dan non linier secara berurutan 
dengan bentuk umum sebagai berikut : 
 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )   
 
 
 
 dan 
 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )    
 
 
         , -                                  
METODE PENELITIAN 
Metode penelitian ini   adalah penelitian kepustakaan  (Library Search) yang bertujuan 
mengumpulkan  beberapa literature tentang persamaan integral volterra linear menggunakan 
metode fungsi Walsh, selanjutnya diterapkan dalam kasus-kasus persamaan integral volterra 
linear yang telah dipilih. Dalam penelitian ini dipilih tiga kasus persamaan integral volterra 
linear, kemudian kasus-kasus tersebut diselesaikan dengan menentukan solusi eksak dan solusi 
menggunakan metode fungsi Walsh, selanjutnya hasil dari solusi eksak dibandingkan dengan 
hasil metode fungsi Walsh. 
 
PROSEDUR PENELITIAN  
Adapun prosedur penelitian untuk memperoleh penyelesaian integral volterra linear  
menggunakan metode fungsi Walsh yaitu sebagai berikut : 
5. Menentukan solusi eksak dari persamaan integral volterra linear  
6. Mengekspansi masing-masing suku ke dalam deret Walsh dengan menggunakan rumus: 
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 ( )  ∑     ( )
   
   
 
7. Menyederhanakan bentuk penulisan persamaan ke dalam bentuk persamaan integral, sehingga 
persamaan menjadi 
 ( )      ( )  
Sehingga persamaan integral dapat dituliskan  
    ( )      ( )  ∫     ( )  ( )    ( )  
 
 
 
    ( )      ( )       ( )  ∫  ( )  ( )  
 
 
 
8. Menyelesaikan persamaan integral volterra linier dengan menggunakan sifat  fungsi Walsh  
    ( )      ( )        ( )   
atau                          
                                                                                                          
dengan i,j= 0,1,2,…,m 
sehingga persamaan, membentuk  persamaan linear 
                     
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
Dalam penelitian ini persamaan integral volterra linear di selesaikan dengan mencari 
solusi eksak selanjutnya, metode fungsi Walsh diterapkan dalam menyelesaikan Persamaan 
integral volterra linear sehingga membentuk sistem persamaan  linear. 
 
Kasus I  
Diberikan persamaan integral volterra linear yaitu sebagai berikut : 
 ( )   − ∫ ( −  ) ( )  
 
 
 
Solusi eksak : 
64 
 
  ( )   − ∫ ( −  )  ( )                                                                                                          
 
 
 
    −
  
  
 
  
  
−
  
  
   (− ) 
    
      
− (− )(   )   
    
(    ) 
 
                                                                                                                       
Solusi metode fungsi walsh 
      −      
       
        
Pada kasus I persamaan integral volterra linear yang diberikan  ( )   − ∫ ( −  ) ( )  
 
 
. 
Selanjutnya persamaan integral volterra linear yang di berikan di ubah kedalam bentuk umum 
persamaan integral volterra linear     ( )   ( ) − ∫  ( −  ) ( )  
 
 
, untuk nilai  ( ) pada 
kasus I yaitu x dan  ( −  ) =( −  ) dimana nilai K( −  ) untuk  ( −  ) jika       dan 0 
jika       langkah awal untuk menyelesaikan solusi eksak dengan menentukan nilai dari 
  ( )    untuk nilai   ( )    selanjutnya  nilai   ( ) dihitung dengan cara mensubtitusikan 
nilai dari   ( )    sampai dengan   .Selanjutnya diselesaikan dengan menggunakan metode 
fungsi walsh yang menghasilkan system persamaan linear yang ekuivalen dari solusi eksak. 
 
Kasus II 
Diberikan persamaan integral volterra linear yaitu sebagai berikut : 
  ( )      ∫ ( −  )  ( )  
 
 
 
Solusi eksak : 
  ( )     − ∫ ( −  ) ( )  
 
 
                                                                                      
       
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
   
 
  
                                                               
                                                                                                                                   
Solusi metode fungsi walsh 
              
       
        
Pada kasus II persamaan integral volterra linear yang di berikan  ( )     ∫ ( −  ) ( )  
 
 
. 
Selanjutnya persamaan integral volterra linear yang di berikan di ubah kedalam bentuk umum 
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persamaan integral volterra linear dimana            dengan bentuk umum persamaan 
integral volterra yaitu    ( )   ( )  ∫  ( −  ) ( )  
 
 
, untuk nilai  ( ) pada kasus 2 yaitu 
1+x dan  (   ) =( −  ) dimana nilai K(   ) untuk  ( −  ) jika       dan 0 jika     
 . Solusi eksak   . Selanjutnya kasus II di selesaikan dengan metode fungsi walsh sehingga 
menghasilkan sistem persamaan linear yaitu               
       
        yang 
ekuivalen dengan solusi eksak. 
 
Kasus III 
Diberikan persamaan integral volterra linear yaitu sebagai berikut : 
 ( )        ∫    ( −  )
 
 
 ( )   
Solusi eksak : 
    (    
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
   
   
  )        
                                                                                   
Solusi metode fungsi walsh 
         [   ][   
 ][   ]     [   ][   
 ][   ]   
     ( [   ][   
 ],   -    [   ][   
 ][   ])   
     (       
         
   )                         
Pada kasus III persamaan integral volterra linear yang diberikan 
 ( )        ∫    ( −  )
 
 
 ( )  . Selanjutnya persamaan integral volterra linear yang di 
berikan di ubah kedalam bentuk umum persamaan integral volterra linear dimana   
           dengan bentuk umum persamaan integral volterra yaitu    ( )   ( )  
∫  ( −  ) ( )  
 
 
, untuk nilai  ( ) pada kasus III yaitu sin x dan  (   ) =cos( −  ) dimana 
nilai K (   )  untuk cos  ( −  ) jika       dan 0 jika      , solusi eksak    . 
Selanjutnya di selesaikan dengan metode fungsi walsh sehingga menghasilkan sistem persamaan 
linear yaitu    (       
         
   ) yang ekuivalen dengan solusi eksak. 
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KESIMPULAN 
Berdasarkan hasil penelitian sehingga dapat di simpulkan bahwa Solusi dari penerapan 
tiga kasus persamaan integral volterra linear yaitu solusi eksak dan solusi metode fungsi Walsh 
yang dihasilkan dari masing-masing kasus I, II dan III persamaan integral volterra linear yaitu 
solusi eksak      ,    dan     . Solusi dari metode fungsi Walsh       −      
    
   
       ,                 
       
       dan,         (       
    
     
   )   , dimana solusi  metode fungsi Walsh ekuivalen dengan solusi eksak. 
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